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水波和水流作用於多層土壤分佈之動力分析 
謝平城(1)  楊山慶(2)  
摘 要 
考量在自然的狀況中，土層的分佈通常都是非均勻的，因而本研究主要探討水流、水波在
流經複土層，水與土之交互動力分析時，水流以黏流理論考量，土壤顆粒則視為黏彈性
(viscoelastic)固體，並修正 Biot(1962)之孔隙彈性介質理論來描述水與土之運動行為，以探討孔
隙黏彈性介質底床在具週期性水波之自由水面下，各土層內之動力反應，包括第一土層內位移
量、孔隙水壓力、有效應力及剪應力之分佈情形。本研究提出黏流理論及黏彈性模式進行分析
複土層內之動力反應，研究結果發現當第一層土層是坋土，第二層土層是沙土時，在 LB =1 的
情況時擾動孔隙水壓力之分佈是呈快速消減的現象，並且消減的速率遠比勢流理論的結果要來
的快；而擾動位移變化量及擾動有效應力及剪應力等在 LB =1 時亦呈現振幅較勢流理論大且變
動劇烈。足見動力反應與由勢流理論所得之解析結果有明顯之不同，亦可見水流部分採用黏流
理論於複土層對於動力反應的影響扮演著極重要的角色。至於滲流力的分析可知:當所採用的理
論不同時，雖然有相似的變化趨勢，但在 LB 25.01 = 勢流理論的估算較黏流理論的估算結果較
大。 
(關鍵詞：複土層、滲流力、孔隙介質流) 
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Soil layers are not usually homogeneous in nature, this study investigates the interactive 
problem of oscillatory water waves and flow passing over multi-layered soils by combining viscous 
fluid flow theory and visco-elastic porous medium flow theory. The soil behavior is considered as 
viscoelastic in the present mathematical model modified from Biot’s poroelastic theory. Using this 
model, the dynamic response including surface profile of soil layer, distribution of pore water 
pressure, shear stress and effective stress of the first soil layer is discussed. When LB =1 , the results 
indicate that the present perturbed pore pressure by viscous flow theory decays very fast and  
it is so different fromthat by potential flow theory no matter what thickness of the first soil layer is. 
When LB =1 , the displacement, distribution of shear stress and effective stress analyzed by viscous 
flow theory are larger than those by potential flow theory. Moreover, when LB 25.01 = , large 
seepage force is found by potential flow theory not by viscous flow theory. 
(Keywords：Multi-layered soils, Seepage force, Porous medium flow) 
 
前言 
本文係探討水與土互動之問題，考慮真
實流體，且將透水土層之土壤顆粒視為彈性
固體，來描述孔隙介質中水體與土體二者的
動力反應。這類問題通常比較複雜，研究也
較少，但近年來是一熱門的研究課題，例
如：(Biot，1956), (Ghaboussi & Wilson，1972),  
(Van der Kogel，1977), (Mei & Foda ，1981), 
(Bowen，1982), (Simon et al.，1984)及(Prevost，
1985)等。近年來，(Hsu et al.，1993), (Jeng，
1997, 1998a, 1998b) 及(Jeng & Hsu，1996)等人
所發展之一系列水波衍生土壤反應的解析
解中將波數(wave number)視為實數，是不適
當的。因為水與土有交互作用時，波數應該
是複數才合理，參見(Huang & Song，1993), 
(Chen et al.，1997), (Hsieh et al.，2000, 2001a, 
2001b) 等研究。 
(Huang & Song，1993)利用 Biot 所建立之
理論再配合勢流理論，以分離變數法的方式
解析一固定水深且具均勻滲透性之平坦孔
隙彈性介質底床，在線性水波作用下之底床
動力反應。此外，(Hsieh et al.，2000 & 2001a,b)
曾經研究平坦、半無限域孔隙彈性介質透水
底床為軟性底床物質時，考慮自由水面具週
期性干擾作用下，水流對底床之流體動力反
應，建立完整之邊界層方程式，有系統地以
雙參數微擾法展開之邊界層修正法進行問
題解析。(謝等，2000)研究出在波、流作用
下，底床砂紋形成之物理機制，但是仍只限
於半無限域之孔隙介質底床，即是不考慮不
透水底床邊界所產生的影響。(謝，2001, 2003)
進一步探討有限厚度孔隙彈性介質之層流
分析，不但考慮黏性流之效應，更將邊界作
用納入考慮分析，其解析的複雜度及難易度
大幅增加。(Hsieh，2003)考量在波、流共同
作用下有限厚度土層之孔隙水壓力、剪應力
和有效應力等分佈情形，充分顯示出有限邊
界之影響效應。(謝，2005)考量孔隙介質底
床為複土層，並分別考慮底床為半無限域或
有限厚度，但因無前人文獻可供參考之情況
下，在水體部分僅使用勢流理論。 
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但於本文中，更將深入研究(謝，2005)
之研究，將水體部分換成較符合自然現象之
黏流理論，以期可更加與真實狀況相近。 
理論分析 
假設圖 1 中均質水層為具有黏滯性且不
可壓縮之流體並忽略重力效應，且由表面水
波所衍生之流場屬於層流運動，則可得連續
方程式及線性化動量方程式如下： 
0)1*( =⋅∇ V ,              (1) 
)1*(2)1*(
)1*(
VP
t
V ∇+−∇=∂
∂ µρ .      (2) 
其中， )1*(V 為流體擾動之流速， )1*(P 為流體
擾動壓力，ρ 和 µ 為流體密度和動力黏滯係
數，上標括弧中之數字表示各物理量所在之
土層。流體應力則為 
))(( )1(*)1(*
)1*()1*( T
f VVIP ∇+∇+−= µσ ,(3) 
其中速度向量可以表示為非旋轉性與可旋
轉性兩部分，即是 
)1*()1*(
1
)1*( UV ×∇+Φ∇= .        (4) 
將(4)式代入(1)式及(2)式可得 
0)1*(1
2 =Φ∇ ,              (5) 
)()( )1*(2)1*( UU
t
×∇∇=×∇∂
∂ ν ,    (6) 
)1*()1*(
1
1 P
t ρ−=Φ∂
∂ .             (7) 
式中，ν 為流體之運動黏滯係數。考慮週期
性線性水波運動時，上標有*之各物理量可
表示為 [ ] ( ) [ ]( ) tieRtR ω−=,* ， R 為空間位置
向量，ω 為頻率， t 為時間。因此(5)式與(7)
式可簡化為 
0)1(1
2 =Φ∇ ,              (5a) 
  )1()1(1
1 Pi ρω =Φ .             (7a) 
(6)式因此可化簡為 Helmholtz 方程式 
0)()( )1(2)1(2 =×∇+×∇∇ UkU w ,  (8) 
式中， 
  ν
ωikw =2 .                 (9) 
本研究為二維卡式座標問題，參考(Morse 
and Feshbach，1978)，向量速度勢 )1(U 可表
示成 
zeU
)1(
2
)1( Φ= ,            (10) 
於是(8)式可寫成 
0)1(2
2)1(
2
2 =Φ+Φ∇ wk .          (11) 
其中， )1*(1Φ 為擾動之非旋量流速勢函數，
)1*(
2Φ 為擾動之旋量流速勢函數， ze 為垂直
xy平面之單位向量。 
 
圖 1 . 研究區域示意圖 
Figure 1 . Schematic diagram of the study. 
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圖中 ),(* txξ 為底床之波型函數， ),(* txη 為
水面之波型函數。又將圖 1 中各土層視為孔
隙黏彈性體，其動力特性以(Biot，1956)所建
立之孔隙彈性介質理論經過修正後，可將固
體結構與介質中流體偶合的擾動線性運動
方程式改寫如下： 




∂
∂−∂
∂+∂
∂−=⋅∇
t
D
t
db
t
dn s
**
2
*2
0
* )1( ρσ ,  (12) 




∂
∂−∂
∂−∂
∂=⋅∇
t
D
t
db
t
DnS
**
2
*2
0
* ρ ,        (13) 
式中， 
( ) ΙΡ−−= *0** 1 nτσ ,                (14) 
Ι∂
⋅∇∂+∂
∂+Ι⋅∇+=
t
d
t
e
GdeG )(2)(2
**
*** νν λλτ , 
(15) 
( )  ∇+∇= tdde *** 21 ,             (16) 
ΙΡ−= *0* nS ,                      (17) 
pknb
2
0µ= ,                      (18) 
µ
βρµν p
Gk= ,                      (19) 
)2
1
)(
(
0
2
GK
n
k up −+
−= χ
χχ
µ
βρλν ,       (20) 
ρρβ snn )1(
1
00 −+
= ,               (21) 
K
G λχ += 2 ,                        (22) 
)1)(11(
0
−−= ρ
ρχ su n .                (23) 
其中， *σ 表示固體之應力張量， *τ 為有效
應力張量， *S 表示流體之正向應力張量， *d
與 *D 分別是固體與流體之位移向量， sρ 為
固體密度， 0n 為底床之孔隙率， pk 為比滲
透係數(單位為長度平方)，G 與 λ 為 Lame
彈性模數， νG 與 νλ 為黏彈性模數， I 為單
位矩陣。(15)式中已將土壤之黏彈性特性納
入考量。另由固體與流體之連續方程式配合
流體之狀態方程式，考慮孔隙間流體之微可
壓縮性，對孔隙率進行微擾展開，並予線性
化後可得流體 - 固體方程式如下（見
Verruijt，1969）： 
( ) 







∂
∂⋅∇+



∂
∂⋅∇−−=∂
Ρ∂
t
Dn
t
dn
n
K
t
*
0
*
0
0
*
1 , (24) 
式中， K 為流體之容積彈性模數。 
參考(Huang and Chwang ，1990)，引入
二個純量位勢 *1Φ 和 *2Φ ，及二個向量位勢
ze3Φ 和 ze4Φ ，分別表示二種膨脹波及二種
旋轉波，進而可將固體與流體之位移向量表
示為 
zz eed 43
*
2
*
1
* Φ×∇+Φ×∇+Φ∇+Φ∇= , (25) 
zeD
*
33
*
22
*
11
* Φ×∇+Φ∇+Φ∇= ααα  
ze
*
44 Φ×∇+α                 (26) 
其中， 1α 、 2α 、 3α 和 4α 分別為各種波所造
成之流體位移與固體位移間之比例係數。將
(25)式和(26)式代入(24)式及(12)、(13)式，除
去時間因子 tie ω− 後，並進一步化簡，可得到
四條不偶合(decoupled)之 Helmholtz 方程式： 
022 =Φ+Φ∇ jjj k ,    j=1,2,3,4.  (27) 
式中， 1k 和 2k 分別是第一種、第二種膨脹波
之波數；而 3k 和 4k 分別是第一種、第二種
旋轉波之波數，均與波動頻率及底床材料特
性有關。 
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邊界條件求解 
至於邊界條件除去時間因子 tie ω− 後整
理如下： 
1.平均自由水面( hy = )： 
(1)運動邊界條件 
xy Ui ,, ηωη +−=Φ ;       (28) 
(2)動力邊界條件 
ηω gUi x −=Φ+Φ− , ,       (29) 
2.水流與底床平均交界面( 0=y )： 
(1)流體法線方向應力連續條件 
)1(
1
2
1)1(
)1(
0
)1(
1
)1(
0 )1[( Φ+− knnK α  
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2
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0
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2
)2(
0 /])1( nknn Φ+−+ α ;     (30) 
(2)流體切線方向應力連續條件 
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2)1(
)1
0
)1(
2
)1(
0 /])1( nknn Φ+−+ α ;    (31) 
(3)法線方向總應力連續條件 
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(4)切線方向總應力連續條件 
))((2 )1( ,4
)1(
,3
)1(
,2
)1(
,1
)1()1(
xyxyyyyyGiG Φ−Φ−Φ+Φ− νω        
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(33) 
3.土層與土層交界處( 2,1 ≥−= − nBy n )： 
(1) 法線方向質通量連續 
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(2) 法線方向流體應力連續 
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(3) 法線方向總應力連續 
))((
))((2
)1(
,2
)1(
,1
)1(
,2
)1(
,1
)1()1(
)1(
,4
)1(
,3
)1(
,2
)1(
,1
)1()1(
−−−−−−
−−−−−−
Φ+Φ+Φ+Φ−+
Φ−Φ−Φ+Φ−
n
yy
n
yy
n
xx
n
xx
nn
n
xy
n
xy
n
yy
n
yy
nn
i
GiG
ν
ν
ωλλ
ω
))((2
/)(
)(
,4
)(
,3
)(
,2
)(
,1
)()(
)1(
0
)1(
2
2
2)1(
)1(
2
)1(
1
2
1)1(
)1(
1
n
xy
n
xy
n
yy
n
yy
nn
nn
n
nn
n
n
GiG
nkqkqK
Φ−Φ−Φ+Φ−=
Φ+Φ− −−−−−−−
νω
 
))(( )( ,2
)(
,1
)(
,2
)(
,1
)()( n
yy
n
yy
n
xx
n
xx
nn i Φ+Φ+Φ+Φ−+ νωλλ  
)(
0
)(
2
2
2)(
)(
2
)(
1
2
1)(
)(
1 /)(
nn
n
nn
n
n nkqkqK Φ+Φ− ; (36) 
(4) 切線方向總應力連續 
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(5) 法線方向固體位移連續 
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(6) 切線方向固體位移連續 
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(7) 流體切線方向應力連續 
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(8) 切線方向流速連續 
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4.土層 n ( 2, ≥−∞→−= nBy n )： 
固體和流體均無擾動量 
0,,, )(4
)(
3
)(
2
)(
1 →ΦΦΦΦ nnnn .        (42) 
仔細檢查以上所建構之邊界值問題，並
由圖 1 可獲悉總共有 8 n +4 個未知數，和恰
有 8 n +4 個邊界條件，所以理論上可求得其
解析解。然而由於解答形式過於繁複，因此
以數值方式顯示其解，於獲得均質水體之速
度勢 1Φ 及各土層中之四種位移勢 )(1nΦ 、
)(
2
nΦ 、 )(3nΦ 及 )(4nΦ 之後，其它相關之物理
量如土層之有效應力和擾動孔隙水壓力分
佈等即可相繼求得。 
結果與討論 
考 量 一 具 有 振 幅 ma 2.0= 、 週 期 
sec2=T 之入射水波(即 )( 0 txkiae ωη −= ， 0k
為水波波數)通過一平均水深 mh 0.2= 的複
土 層 上 方 ， 均 質 水 體 之 參 數 採 用
,/1000 3mkg=ρ 流 體 容 積 彈 性 模 數
,/103.2 29 mNK ×= 和 2001.0 msN ⋅=µ ；第
一土層為坋土，第二土層為沙土，土壤參數
採用表 1 之值，圖 2 為第一層土壤於不同厚
度時之切線方向的位移變化情形，本研究結
果與前一年採用勢流理論的結果相比較，發
現採用黏性流理論（本研究）所獲得的結果
變化較勢流理論（謝，2005）的結果來的劇
烈 且 振 幅 較 大 ， 各 圖 中 ， 波 長
)(/2 0krealL π= 。圖 2 表第一土層中所求
得之擾動孔隙水壓力的比較(圖中 0P 為底床
表面之擾動水壓力)，顯示採用黏流理論時，
第一土層之擾動孔隙水壓力衰減得十分迅
速。 
圖 3 和圖 4 表第一土層內有效應力的變
化，xx-分量及 yy-分量變化趨勢相似，且都
比勢流理論的結果來得劇烈，圖中有應力降
至零之情形，推測是受本研究土體為黏彈性
土體所導致，亦表示可能發生土壤液化之位
置，此係由於在土體中有四種位移勢，相互
作用下產生此結果。充分顯示採用黏流理論
及黏彈性土體的結果受第二層土層的影響
比勢流理論的結果要來得大。 
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表 1 . 土壤參數選用值 
Table 1 . The selected parameters of soil. 
參  數  坋 土 沙 土 單 位
密 度 sρ  2650 2650 kg/m3 
孔隙率 0n  0.4 0.4 - 
比滲透係數 
pk  
10-15 10-12 m2 
彈性模數 
G  5*10
6 5*108 N/m2 
彈性模數 
λ  107 109 N/m2 
黏彈性模數
νG  
2.51*10-3 2.51*102 N-s/m2
黏彈性模數 
νλ  2.8 3.82*10
2 N-s/m2
圖 5 表勢流理論下第一層土層之滲流力
等值分佈與向量圖；而圖 6 是黏流理論下第
一層土層之滲流力等值分佈與向量圖，二圖
中 J 為滲流力。二圖相較結果發現：黏流理
論所獲得的滲流力較勢流理論的值小，但不
論表層土壤厚度為何，滲流力均在表土附近
較大，且當第一土層 LB =1 ，其滲流力在表
土附近呈現比 LB 25.01 = 時更大值。因此，若
以黏流理論分析之結果而言，該土壤不會發
生液化，但若以勢流理論分析而言，該土壤
將極可能在表土附近發生液化。 
結論 
本研究提出黏流理論及黏彈性模式進行
分析複土層內之動力反應，並因時間關係只
進行一種土體組合，研究結果發現當第一層
土層是坋土，第二層土層是沙土時，擾動孔
隙水壓力之分佈是呈快速消減的現象，並且
消減的速率遠比勢流理論的結果要來的快很
多；而擾動有效應力則呈現振幅較勢流理論
來得大且變動劇烈。足見本研究之動力反應
與由勢流理論所得之解析結果有明顯之不
同，亦可見水流部分採用黏流理論於複土層
對於動力反應的影響扮演著極重要的角色。 
至於滲流力的分析可知:當所採用的理論
不同時，雖然有相似的變化趨勢，但勢流理
論的估算較黏流理論的估算結果要來得大。 
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圖 2 . 第一土層之孔隙水壓力分佈 
Figure 3 . The distribution of pore water pressure in the first soil layer. 
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圖 3 . 第一土層之有效應力分佈(xx-分量) 
Figure 3 . The distribution of effective stress in the first soil layer.(xx-part) 
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圖 4 . 第一土層之有效應力分佈(yy-分量) 
Figure 4 . The distribution of effective stress in the first soil layer.(yy-parts) 
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圖 5. 謝(2005)之複土層(坋土-沙土)於不同厚度下之滲流力等值圖與向量圖(t=0, T=2 sec) 
Figure 5 . Isograms of seepage force and vector plots in the multi-layered soils(silt-sand) in 
different thickness.(t=0, T=2 sec) (Hiseh, 2005). 
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圖 6 . 本研究之複土層(坋土-沙土)於不同厚度下之滲流力等值圖與向量圖(t=0, T=2 sec) 
Figure 6 . Isograms of seepage force and vector plots in the multi-layered soils(silt-sand) in 
different thickness in this study.(t=0, T=2 sec). 
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